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Streszczenie

W artykule przedstawiono prosty model dynamiki esartaktywow spoiki
pozwalagcy wyznaczyjej optymalm strukture kapitalow;. Funkcy celu jest war-
tos¢ oczekiwana losowej sumy zdyskontowanych dywideio#res funkcjonowa-
nia spotki zalenej od aktywéw. Podano analityczny wzér dla tejlkagsci otrzy-
many przy pewnych zakniach. W dodatku przedstawiono praktyczne wyznacza
nie optymalnej struktury kapitalowej na podstawamych rzeczywistych, obejmu-
jacych niektore finansowe mierniki spotki.

Wprowadzenie

Problem optymalizacji struktury kapitatowe] przyga uwag badaczy od mo-
mentu ukazania siznakomitej pracy Millera i ModiglianiegoOd tamtej pory w
literaturze naukowej pojawitoeiviele teoretycznych i empirycznych badatore
w sposob istotny przyczynitysdo wigkszego i gtbszego poznania i zrozumienia
tego zagadnienia, notabene niezwykleznemo z praktycznego punktu widzenia.
Wiekszai¢ z nich miata charakter jakciowy, natomiast najbardziej cenng te
badania, ktore by pozwalaly liczbowo oaenptymalr struktue kapitatows kon-
kretnej spotkl, a tych bylo wrod nich mniej. W tym artykule zaproponowano

! Robert Kowal, Instytut Zaszlzania, Wydziat Zaeglzania i Administracji, Uniwersytet Humani-
styczno — Przyrodniczy Jana Kochanowskiego w Kalca

2 Modigliani F., Miller M., 1958, The cost of capitalorporation finance and the theory of invest-
ment, American Economic Review, 48, 267-297

% Philosophov L.V., Philosophov V.L., 1999, Optintizm of corporate capital structure. A probabil-
istic Bayesian approachternational Review of Financial AnalysB (Issue 3), 199-214.

323



prosty, gdy zalezny tylko od struktury kapitatowej stochastyczny rabdynamiki
w czasie warteci aktywow spotki. Za pomacaktywow spotki okréla sk losowy
sune zdyskontowanych dywidend w okresie przed bankraotwspotki utasa-
mianym w naszym przypadku z finanspwiewyptacalnécia w okresie. W cha-
rakterze funkcji celu do wyznaczenia optymalnejildinry kapitatowej postiyia,
zgodnie z podégiem zaproponowanym w pracywartdi¢é oczekiwana tej sumy.
Glownym rezultatem pracy jest otrzymanie wzoréwsankowo prostych pozwa-
lajacych wyznacz§ wartas¢ tej funkcji przy dowolnej strukturze kapitatowej.

Niech 1=1 bedzie dyskreta zmienry, losowa rowna okresowi funkcjonowania
spoiki na rynku tj. okresowi do bankructwa. Zadampgymalizacji struktury kapi-
talowej okrélamy jako zadanie maksymalizacji funkcji

PK)=E(Z 141 D(i, )AL+1)'), @
gdzie: E — operator wartei oczekiwanej,x - wskanik struktury kapitatowej,
okreslajacy proporcje diugu i kapitatu wtasnegask<1), D(i, k) — zmienne loso-
we opisujce dywidend, ktora wyptaci spotka za okreis r>0 — stopa dyskonto-
wa. W aspekcie takiego wyboru funkcji celu nadimig, ze warté¢ oczekiwam
sumy zdyskontowanych przyszlych dywidendzstmia s w literaturze przed-
miotu jako aktuala wartgi¢ spotke.

Oznaczmy przeb (0sbs<1) czs¢ zysku netto nie przeznaczonego na wyptat
dywidend (stop zysku zatrzymanego), a przé#i, k) — zysk netto okres Dywi-
denda i zysk netto spétki za okiieawniazane § nastpujaca zaleznoscia®.

D(i, K)=(1-b)E(i, k), i=1. (2)

Oznaczmy take T(i,x) - aktywa spotki w okresie(i=2). Wiadomo,ze struktu-
ra kapitatowa spotki w okresieokreslona jest przez wskaik x w nasgpujacy
SposOb:kT(i,k) — zadluenie spotki i(1-A)T(i,x) — kapitat wkasny spotki. W kon-
tekécie og6lnym odnotujmy jeszczee zadhienie plus kapitat wkasny spotki w
dowolnym okresié s3 rowne aktywom spotki

Zatdzmy, ze spOtka wzadnym z okresOw nie przeprowadza nowych emisji ak-
cji. W tym przypadku kapitat wlasny w okresiel zwieksza s¢ w poréwnaniu z
kapitatem wtasnym okresiuo zysk zatrzymany tj. ez¢ zyskubE(i, ), nie wy-
ptacora w postaci dywidendy tj.

(1-AT(i+1, H)=(1-K)T(, K+ bE(i, k). 3)

Stad otrzymujemy nagpujaca zaleznos¢ opisupca zmiany aktywow spotki.
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T(i+1, K)=T(i, A+ bE(, A/(1-K). (4)
Zysk netto i aktywa spotki zwrane g zaleznoscia®
E(i, ©)=ROA(, K)T(i, ), (5)
gdzieROA(i, k) - zmienna losowa opisiga rentowné¢ aktywow spétki w okre-
siei, zalezna od struktury kapitatowej. Dlatego zates¢ (4) maze by zapisana w
postaci
T(i+1, KN)=T(i, A)[1+ bROA(, K)/(1-K)]. (6)
lub rbwnowanie
T(i+1, A)=T(1)[1+ bROA(1,4)/(1-K)]...[1+ bROA(, K)/(1-K)], @)
gdzieT(1)=T(1, k) — aktywa spotki w pierwszym okresie, ogblnie mgayinie za-
lezace od struktury kapitatowej.

Kolejne podstawienia zalmosci (2), (5) i (7) do 1 pozwalajprzeksztaltd
wyjsciowa funkcije celu do nagpujacej postaci:

@D(k) =T(1)(1-b)ELIsist-1 ROA(I,A) /715 si-1[1+bROA(], K)/(1-K)] A1+r)i} (8)

Teraz okrélimy moment/okres bankructwa spétki Zgodnie Z bedziemy za-
ktadat, ze spétka staje sibankrutem tzn. jest niewyptacalna finansowaglew
okresiei operacyjny strumie pienkzny tego okresu jest mniejszy od sptacanej w
danym okresie raty kapitatowej i raty odsetkdwgyarunek ten rownoway jest
temu,ze zysk netto plus odliczenia amortyzacyjne okresmsiejsze od splaca-
nego w danym okresie zadenia (czsci ).

Zatzmy, ze odliczenia amortyzacyjne pewny ustalon czscia a (Osasl)
aktywow, to jest $ rowne aT(i, k). Niech splacane w okresiezadhzenie (rata
kapitatlowa i odsetkowa) okilene jest przez parameft (0sf<1), to jest rowne
BKT(i,K). Uwzgkdniajac, ze zysk netto okidony jest zalenoscia (5) warunek
bankructwa w okresiema posté&

ROA(I, ) T(i, K)+aT(i, K)<BKT(i,K). (9)

W ten sposob zmienna losowav (1) i (8) take wyraa sk przez zmienne lo-
soweROA(i, ):

=min{i >1: ROA(i, K)< Bk-a}. (20)

| tak, wzory (8) i (10) pozwalajwyrazic oczekiwam wartas¢ spotki przez sto-
pe zysku zatrzymanegb, wskanik struktury kapitatoweg, stog dyskontovy r,
udziat odliczé amortyzacyjnycha, udziat sptacanego okresowo (zwykle rocznie)
zadtwenia £ ciag zmiennych losowycROA(i, k) — rentowndci aktywow spot-
ki. W dalszej czsci zaktad@ bedziemy,ze zmienne losowROA(i, X) sa hiezale-
ne i maj jednakowy rozktad dla dowolnej waéto parametru .

Gtéwne rezultaty

Oznaczmy przeE(t, k), t/{-o, o) — dystrybuant rozkladu zmiennej losowej

ROA(i, k), a przezM(k) i (k) odpowiednio jej wart&€ oczekiwan i odchylenie
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standardowe. Niech ta& 7£ k) = F((8k-a-M(k))! o(k),K) bedzie prawdopodobie
stwem zdarzenia

{ROA(i, \)<fBK-a}, a z(K)={1+bM( K)/(1-K}(1+r). Prawdziwe jest nagbuja-
ce twierdzenie.
Twierdzenie. Jezeli dla ustalonej wartai «/]0, 1) spelniona jest nierowié

(1-7x))z(K)<1, (11)
to prawdziwa jest rowrio
P(x) =T(1)(1-b)MEN1- A K)(1- 7K k) (1-(1-7{K)) (k) (1- z(K))(1+1)}  (12)
Dowdd tego twierdzenia zamieszczony jest w doddtkEormuta ta jest wy-
godnym nargdziem analitycznym do wyznaczania pewnych wiétko
Przyktad optymalizacji struktury kapitatowej
Zatzmy, ze F(t, k) - dystrybuanta rozktadu normalnego, cgkoeego przez
odpowiednie warteci oczekiwane podane w tabeli 1 i state odchylastémdardo-
we d(k)=0,13. W naszym przypadku w§giowe do ich konstrukcji dane pochadz
ze sprawozda finansowych pewnego przedsiorstwa za okres 10 lat. Sposob
konstrukcji i weryfikacji tej funkcji na podstawmebranych danych wigiowych
podano w dodatku 2.

Tabela 1
K 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
M(K) 0,086 0,08 0,074 0,068 0,062

Zrodio: opracowanie wlasne

Przyjmijmy take, ze wartgci liczbowe pozostatych parametrow modedunast-
pujace:b=0,8, r=0,12, T(1)=384 a=0,06, 5=0,2.

W tabeli 2 podano warfoi 7€) prawdopodobigstw bankructwa spoétki, wardoi
z(k) i wartdsci lewej strony warunku (11).

Tabela 2
K 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
7€K) 10" 10" 10° 0,00111 0,045
2(K) 0,961 0,964 0,968 0,973 0,981
(1-7K))z(K) | 0,961 0,964 0,968 0,974 0,937

Zrédio: opracowanie wtasne

Tabela 3 zawiera wardoi funkcji celu (12). Widzimy,ze optymalna wartg
wskaznika struktury kapitatowej maksymalizigh wartas¢ spétki jest w przybli-
zeniu réwna 0,4.

Tabela 3

K 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
Pk) 151,6 153,6 160,4 177,3 71,9
Zrodio: opracowanie wlasne
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Dodatek 1. Dowod twierdzenia

Zauwamy, ze zdarzenig =k}, 1<k<c tworz zbidr zdarzé elementarnych.
Przechodzc do powtérnych wartei oczekiwanych z warunkowymi wakgami
oczekiwanymi przy warunkach=k z zalenosci (8) ze wzoru na prawdopodo-
bienstwo catkowite otrzymujemye

@D(k) =T(1)(1-b)21sk<eo P(1=k) x
XE{Z1<isT-1 ROA(i,x) /715 si-1[1+bROA(, ©/(1-K] A1+1)i / =k}  (13)
gdzieE{... | =k} — operator warunkowej waréoi oczekiwanej. Uwzgdniajac,
ze te warunkowe warfoi oczekiwane wyrzaja sie za pomog M(k) i z(k) wzo-
rem
E{.../ =k} = M(Q)[1+z(K)*+...+z(Kk-2)/(1+T)
otrzymujemy.ze
P(x) =[T(1)(A-b) ME[(1+1)(1-2)] 21sk<eorfk)(1-7{K))K(1-zk-1).  (14)

W powyzszych przeksztatceniach wykorzystaly take rowngé¢ P(r=k) =
K)(1-EK))" .

Uwzgledniajac dalej warunek (11) otrzymujemy z (14% prawdziwa jest
rownas¢ (12) co kaczy dowdd.
Dodatek 2. Rozktad zmiennych losowych ROA(k)
Rozpatrzymy dla przyktadu spétkktorej niektére finansowe mierniki (w min. zt.)
wybrane ze sprawozddinansowych za okres 10 lat podano w tabeli 4.

Tabela 4
Lata . . . L
0 Sprzeda (S(i) Koszty C(i)) Aktywa (T(i)) Stopa zadienia

1 137,929 115,794 194,58 0,0922
2 136,218 111,882 206,745 0,0874
3 174,729 149,546 220,811 0,0936
4 173,073 137,101 240,677 0,079

5 206,733 168,517 264,573 0,0912
6 229,064 193,54 283,859 0,0774
7 242,329 207,282 314,68 0,0822
8 268,006 227,4 331,806 0,0714
9 285,045 234,318 352,675 0,0811
10 324,542 261,588 384,115 0,0833

Zrodio: opracowanie wlasne

Najpierw na podstawie danych z tabeli 4 wyznaczamynh stopg zadiuwe-
nia, ktéra w naszym przypadku wynosi R=0,083. dfase na podstawie tych da-
nych wyznaczamy préby zmiennej losoMREPA(i, k) dla r&nych wartdci «. Do
tego celu wykorzystujemy zateos¢ ROA(, k) = [S(i)-C(i)-R«T(i)] (1-tax)/T (i),
jezeli wyrazenie w nawiasach kwadratowych jesikgze od 0 IUKROA(, ) =
[S(H)-C>)-RAT(]/T(i), jezeli wyrazenie w nawiasach kwadratowych jest mniejsze
od 0. Wyragenie w nawiasach kwadratowych przedstawia stithod do opo-
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datkowania przy danej strukturze kapitalowej. Ryedgcie, r@znice S(i)-C(i)
okreslaja dochdd operacyjnyT (i) - zadhwenie spotki,RAT (i) - odsetki od zadtu-
zenia. Czynnik (1-tax) zmniejsza dochdd do opodatktes 0 wielké¢ stawki po-
datku dochodowego tax (zeli wartas¢ dochodu do opodatkowania jest dodat-
nia). W ten sposob licznik wzoru dROA(i, k) przedstawia sabzysk netto (lub
strat) spoétki, natomiast mianownik jej aktywa.

Dla okreilenia rozktaduROA(i,K) przyjmiemy,ze wart@¢ stawki podatku do-
chodowego wynosi tax=0,3.

W charakterze ilustracji rozpatrzymy przypadek B=@la tej wartéci empi-
ryczne wartéci ROA(i,K) podano w tabeli 5, natomiast histogram i engang
charakterystyki - na rysunku 1.

Tabela 5
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ROA(,k) | 0,07 | 0,07 | 0,07 | 0,09 | 0,09 | 0,08 | 0,07 | 0,07 | 0,09 | 0,10
38 66 40 88 53 18 22 99 49 89
Zrodio: opracowanie wlasne

Rysunek 1
4
Series: ROA
Sample 1 10
Observations 10
3
X
B Mean 0.085613
Median 0.080824
P Maximum 0.108916
18 Minimum 0.072151
S Std. Dev. 0.012827
X Skewness 0.528495
148 Kurtosis 1.722190
X
X
X Jarque-Bera 1.145843
X Probability 0.563876
0 X
0.07 0.08 0.09 0.10 0.11

Zrodio: opracowanie wiasne

Przedstawiona na rysunku 1 wadatatystyki Jargue - Bera i odpowiagz
jej wartcs¢ testowa p-Value pozwalapstwierdzeé, ze prawdziwa jest hipoteza ze-
rowa: otrzymana préba ma rozktad normalny. Przy fyednia warté¢ ROA(,
0,1) jest réwna przyhbieniu 0,086, a odchylenie standardowe 0,013. Ayiedo
nie wyznaczamy nagtine proby i analizujemy histogramy dla pozostatyeto-
ci k, co pozwala okrdi¢ brakupce dane z tabeli 1, jak rownigwierdzic, ze
0(k)=0,13 dla wszystkich wartzi «, a rozkladROA(i,K) — normalny.
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Abstract
Simple model for quantitive optimization of capital structure

A simple model of changes corporates activitigschvenables to determine

it's optimal capital structure is presented. Theabfunction is the expected value
of random discounted sum of dividends which dependsctivities. A formula for
this is obtained under special conditions. The papeupplied with practical ex-
ample of determining optimal capital structure @aldata.
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